Ejercicio 1 Junio (mod6) 2020 (Andlisis)
2.2x-3
X2

Considera la funcién f definida por f(x) = parax # 1, -1.

a) Estudia y halla las asintotas de la grafica de f. (1’25 puntos)

b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1’25 puntos)
Solucién

x*-2x-3

Considera la funcién f definida por f(x) = 5 parax # 1, -1.
X

a) Estudia y halla las asintotas de la gréafica de f.

X = a es una asintota vertical (A.V.) de f(x) si lim x_a+[ (f(X) ] = o
Le aplicamos la regla de L'Hopital (L'H). (Si “f" y “g” son funciones continuas en [a -d, a + 9], derivables en

f'(x
Q , entonces si existe lim ‘( )

gx) 0’ -2 g'(x)

(a- 9, a+9), verificando que f(a) = g(a) =0 y I| se verifica que

lima ; (())(()) :li ! (( )) La regla se puede reiterar, y también es valida si tenemos oo/, y si X - ©), con lo
im [ X231 2 [0yl (Z02) A4,
Como 11 2 -1 0’ wot | 2x 2 ;larectax =-1 noesunaA.V. de la gréafica

de f(x), es decir la grafica de f tiene en x =-1 un punto de disco  ntinuidad evitable cuyo verdadero
valorenx =-1es 2.

x2-2x-3) _ -4
Como M| ————|=—=40 |3 rectax = 1 es una A.V. de la gréfica de f(x).

x--| x° -1 0)
X*-2x-3) _ -4 _
Posicién relativa )!'rﬂ .1 )7 E—'w .

Como la funcién f es un cociente de funciones polinémicas, con igual grado numerador y denominador, f(x)
tiene una asintota horizontal (A.O.) en 0. Como hay A.H en o, f no tiene asintotas oblicuas (A.H.) en tco.

i X*-2x - 3 i X —iim (D) =1 _
Como [IM 2.1 ) am Z —XLTOO( ) =Ll larectay =1 esunaA.H. de la gréfica de f(x).
x?-2x -3
Como lim (2— - 1) =07, f(x) esta por debajo de la A.H. en + « (le damos a x el valor + 100)
X — +oo X -

2_ -
Como lim (% - 1] =0", f(x) esta por encima de la A.H. en - « (le damos a x el valor - 100)
X - —0 X -

Si hay es este caso A.H no hay asintotas horizontales (A.O.)
b)
Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

Me estan pidiendo la monotonia, que es el estudio de f ‘(x)
x*- 2x 3_ (x+1)(x+3) .

6o = -1 (x1)(x+1)
F1(x) = (2x 2)-(x* - 1) (x+1)(x-3)(2x) _2-(x+1)[(x - 1) k-1)- (x-3)(¥)] _ 2-(x+1)-[x2 -2X+1 - X2+ 3x] _
(x* -1y (< -1 (x* -1
_2:(x+1)[x+1]_ 2:(x+1y
(x* - 17 (x* -1

Sif‘x)=0 - 2(x+1)2=0 - x =-1 (doble), que sera el posible extremo relativo . No lo es porgue en
x =-1 f no esta definida .

Como f‘(-2) = (+) /(+) > 0, luego f(x) es estrictamente creciente (/') en (-oo, -1)

Como f ‘(0) = (+) /(+) > 0, luego f(x) es estrictamente creciente (/‘) en (-1, + o) - {-1, 1}.



Luego f es estrictamente creciente en su dominio (/') R-{1, 1}.

Ejercicio 2 Junio (mod6) 2020 (Andlisis)
Calcula a >0 sabiendo que el area de la regién determinada por la gréafica de la funcion f(x) = x-e%, el eje
de abscisas y larecta x =a vale 1/9. (2'5 puntos)

Solucién
Calcula a >0 sabiendo que el area de la region determinada por la gréafica de la funcion f(x) = x-e%, el eje
de abscisas y larecta x =a vale 1/9.
La funcion f(x) = x-e%* se anula en x = 0 solamente porque €3 siempre es positiva, por tanto para x > 0, f(x)
es positiva, luego al ser a >0, area = 1/9 = j:x-e3xdx ={*% = [(3)-e>(x—1/3) Jo? =
=[(1/3)-e3-(a—1/3) ] - [ (1/3)-€°- (0 — 1/3) ] = (1/3)-a- €% — (1/9)-e% + (1/9).

De 1/9 = (1/3)-a-€% — (1/9)-e% + (1/9) = (1/3)-e%*-(a — (1/3)) + (1/9) -~ (1/3)-e%2-(a — (1/3)) = 0, como
(1/3)- e%a siempre es positivo tenemos a — (1/3) = 0, de donde a = 1/3.

u=x = du=dx

Hok t x-e¥dx =
{*} por par esj {dvzesxdx = V=I e¥dx=(1/3)e™

}=x-(l/3)e3x j (1/3)e* dx=(1/3)x-€* - (1/9-e* +K.

Ejercicio 3 Junio (mod6) 2020 (Algebra)

1 -1 m+2
Consideralamatriz A={0 1 m+1].
m O 5

a) Estudia el rango de A segun los valores de m. (1'5 puntos)
b) Para m = 2, calcula la inversa de 2020A. (1 punto)

Solucion
1 -1 m+2
Consideralamatriz A=|{0 1 m+1]|.
m O 5

a) Estudia el rango de A segun los valores de m.
1 -1 m+ 2/ Adjuntos
Como |A|=|0 1 m+1 tercera =m(-m-1-m-2) — 0 + 5(1-0) = -2m2 — 3m + 5.
m O 5 fila
_-3+49+40 _-3x7

De-2m2-3m+5=0=2m2+3m-5=0 - m= y = y ,dedonde m=1y m=-10/4 =

=-5/2.

Sim#£1y m#-5/2,|Al £0, rango(A) = 3.
Sim=1ym=-5/2, rango(A) < 3.

1 -1 m+2
Sinos fijamosen A=| 0 1 m+1|, vemos que 11‘ =1-0=1#0, luego rango(A) = 2.
m O 5

b)
Para m = 2, calcula la inversa de 2020A. (1 punto)

Sabemos que sik # 0, (k-A)! = E-A'1 = i-Adj(At ).

k k-]A|
1 -1 4
En nuestro caso para m=2,tenemos A=|0 1 3].
2 05

|A] = -2(2)? — 3(2) + 5 =-9. (Hemos utilizado la expresién de |A| obtenida en el aparatado (a))



1 0 2 5 5 -7
A'=|-1 1 0/, Adj(A")=|6 -3 -3|, portanto:

4 35 2 2 +1

5 5 -7 5 5 -7

(ZOZO'A){:ﬁ'A{ :202;-(-9)' 6 3 3 =% 3 3
2 -2 +1 2 -2 +1

Ejercicio 4 Junio (mod6) 2020 (Geometria)
Siendo a # 0, considera las rectas r=x-1=y-2= z-1 y s=X8_y-8_z+1
a -a -1 2
(a) Estudia la posicién relativa de ambas rectas segun los valores de a. (1'25 puntos)
(b) Para a =2, determinas las ecuaciones de la recta que pasa por el punto de corte de ry s y es perpen-
dicular a ambas. (1’25 puntos)

Solucion
X-3_y-3_1z+1
-a -1 2

Siendo a # 0, considera las rectas r=x-1=y-2= z-1 ys=
a

(@)

Estudia la posicion relativa de ambas rectas segun los valores de a.

De r un punto es A(1,2,1) y un vector director es u = (1, 1, a).

De s un punto es B = (3, 3, -1) y un vector director v = (-a, -1, 2). Ademas AB = (3-1, 3-2, -1-1) = (2, 1, -2).
Estudiamos la proporcionalidad de los vectores u y v.

De 1/-a=1/-1=a/2,tenemos 1/-a=1/-1 -~ a=1y 1/-1=a/2 - a=-2

Sia=1,u=(1,1,1) y v=(1, -1, 2), que no son proporcionales, luego ry s no son paralelas ytenemos
que estudiar el determinante det(AB,u,v). Si es cero se cortan y si es distinto de cero se cruzan
2 1 -2 2 1 -2|Adjuntos
Como det(AB,u,v)={1 1 1 =1 1 1| tercera =0-0+3-(2-1)=3#0,lasrectas ry s
-1 -1 2|R+F, |0 0 3| fila
se cruzan.

Sia=-2,u=(1,1,-2) y v=(2,-1, 2), que no son proporcionales, luego ry s no son paralelas y tene-
mos que estudiar el determinante det(AB,u,v). Si es cero se cortan y si es distinto de cero se cruzan.
2 1 -2 2 1 -2|Adjuntos
Como det(AB,u,v)=1{1 1 -2 =|1 1 1| tercera =0, portener una fila de ceros, luego las rec-
-1 -1 2|R+F, |0 0 O fila
tas r y s se cortan.

2 1 -2 2 1 -2/Adjuntos
Comprobar si las rectas son coplanarias con det(AB,u,v)=(1 1 a =1 1 ajtercera =
-a -1 2|R+F, [2-a 0 0| fila
=+(2-a)(a+2) — 0 + 0 = (2-a)(a+2), que se anula para a = +2, luego si a = 2 las rectas son coplanarias y
se cortan en un punto ( calculado en el aparatado (b) para a = 2)
Si a # £2 las rectas se cruzan en el espacio.

(b)
Para a =2, determinas las ecuaciones de la recta que pasa por el punto de corte de ry s y es perpendicu-
lar a ambas.

Sia=2,u=(1,1,2) y v=(2, -1, 2), que no son proporcionales, luego ry s no son paralelas ytenemos
gue estudiar el determinante det(AB,u,v). Si es cero se cortan y si es distinto de cero se cruzan



2 1 -2 2 1 O0]Adjuntos

Como det(AB,u,v)={1 1 2 =|1 1 3| tercera =0-3(-2+2)+0=0,lasrectas r y s se
-2 -1 2|C,+C, |-2 -1 0O|columna

cortan.

Para calcular el punto de corte de ry s ponemos ambas recta en paramétricas con parametro distinto e
igualamos x = x, y =y, z = z para obtener los parametros y el punto.

Sia=2,de r A1,21)yu=(1,1,2).De s B=(3,3,-1) y v=(-2,-1, 2).

Xx=1+m Xx=3-2n
Tenemos en paramétricas r=<y=2+m y r=qy=3-n con m,nOR.
z=1+2m z=-1+2n
1+m=3-2n
Igualandox =X,y =y,z2=2,42+m=3-n . Resolvemos dos ecuaciones y comprobamos que verifica la
1+2m=-1+2n
tercera.
{1 *m=3-2n = {1 tm=3-2n ,dedonden=1 y m =0, que verifica la tercera ecuacion.
2+m=3-n (E,-E;) (1+0=0+n

El punto de cortede rys paraa=2 esQ(1+( 0),2+(0),1+2(0)) =0Q(1, 2, 1)

Para la recta t que me piden su vector director w el producto vectorial (x) de los vectores directores de

i j k|Adjuntos
cadaresta, esdecirw=uxv= |1 1 2| primera =i(2+2)—j(2+4) + k(-1+2) = (4, -6, 1), por tanto la recta
2 -1 2| fila

pedida t en formavectorialest =(X,y,z)=(1+4p,2-6p,1+p) con p OR.

Ejercicio 5 Junio (mod6) 2020 (Andlisis)
sen(x)
2-cos(x)
a) Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde de obtienen y valores que se alcanzan). (2 puntos)
b) Determina la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal a la gréficas de f en el punto de absci-
sas x=173. (0’5 puntos)

Sea f: [0, 21 - R lafuncion definida por f(x) =

Solucion
Sea f:[0, 21 - R lafuncién definida por f(x) = —Sn®)_
2 - cos(x)
a)
Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde de obtienen y valores que se alcanzan).

Sabemos que los extremos absolutos se encontrardn en x = 0, x = 21t (extremos del intervalo) y las solucio-
nes de f ‘(x) = 0.

Tenemos (0) = —"O)_ — o1 =0, f2m = 3D _ _g;1-¢
2 - cos(0) ' 2 - cos(27) '
x) = sen(x) Fi(x) = c0s(x)- (2 - cos(x)) - sen(x)-(-(-sen(x)) _ 2¢0s(x) - cos?(x) - sen’(X) _ 2cos(x) - 1
2 - cos(x)’ (2 - cos(x))> (2 - cos(x))>? (2 - cos(x))*

pues por la formula fundamental de la trigonometria sen?(x) + cos?(x) = 1.

De f ‘(0) = 0 tenemos 2cos(x) -1 =0 - cos(x) =1/2 - x = arcos(1/2) = 173, pero el coseno también es
positivo en el cuarto cuadrante por tanto también x = 21 - W3 = 5173.

2cos(md) -1 V2 -1
(2 - cos(ria))?  (+)
2cos(m) -1 -3

> =-— <0, f(x) es estrictamente decreciente (\.) en (173, 5173).
(2 -cos(m)” (+)

Como f (174) = >0, f(x) es estrictamente creciente (/') en (0, 1/3).

Como f‘(m =



2cos(7m4)-1 _~2-1
(2 - cos(7 7114))? (+)

Como f (7174) = >0, f(X) es estrictamente creciente (/') en (5173, 2m).

sen(77/3) J312 \/§

Por definicion x = 1¢3 es un maximo relativo que vale f(77/3) = = = — [00'577, por tanto
2-cos(ml3) 2-1/2 3

X = W3 es un maximo absoluto de f que vale f( T3) =V(3)/3.

sen(57/3) _ ~J3/2 _ -3
2-cos(513) 2-1/2 3
tanto x = 57173 es un minimo absoluto de f que vale f(5 13) =-+V(3)/3.

b)
Determina la ecuacién de la recta tangente y de la recta normal a la gréficas de f en el punto de abscisas
x=173. (0’5 puntos)

Por definicion x = 5173 es un minimo relativo que vale f(57/3) = 0-0'577, por

La recta tangente en x = 173 es "y — f(1v3) = f ‘(1W3)(x - 103)"

La recta normal en x = 173 es "y — f(1v3) = (-1/ f ‘(1/3))(x - 103)".
Tenemos f(1/3) =V(3) /3 y f‘(1w3) = 0 (anulaba la primera derivada).

Luego larectatangente enx= T3 es“y— V(3)/3 =0" es decir larecta horizontal y= V(3)/3.

La recta normal en x = /3 es “y — V(3)/3 = (-1/0)(x - /3)" - 0 =-1(x - W3), es decir la recta vertical
X = T173.
Ejer-cicio 6 Junio (mod6) 2020 (Andlisis)

2
Sea f la funcion dada por f(x) = ?
X -

2 para x # 2.

a) Calcula | f(x)dx. (2 puntos)

b) Calcula la primitiva de f que pasa por el punto (3, 5). (0’5 puntos)
Solucién

3X°+4 _ 3+4

Sea f la funcién dada por f(x) = =
por 1) (x-2 x*-4x+4

para x # 2.

a) Calcula | f(x)dx. (2 puntos)

X*+4 J- 3x*+ 4
(x - 2)° x> -4x+4
Como el numerador es de grado mayor o igual que el denominador tengo que realizar la division entera
primero:

X2 +4 X2-4x+4

-3x2 +12x -12 3

Tenemos F(X) = I [dx , que es una integral racional.

12x - 8
F(x) = jfx % dx = '[(C00|ente)dx+J' Resto I(3)dx+leX8dx X+,

12x -8 8 16
|, = j( i(z) .dx ={Una doble (2)} = j—dx j( oy X ANl -2] = ={+ =Linp-21- =

{++} Calculamos Ay B

12x-8 _ A N B _ Ax2)+B

(x-2)? x2 (x2)7 (x-2)?

Igualando numeradores:

12x - 8 = A(X - 2) + B. Sustituimos “x” por el valor de las raices del denominador, y le damos otro valor.
Para x = 2, tenemos 16 = B, de donde B = 16.

Tomo x =0, tenemos -8 = A(-2) + 16, de donde 2A = 24, es decir A =12.

3x%+ 16

Luego F(x)=[——2 dx—3x+| =3x+12:In|x - 2| - +K .
(x-2)° X-2
b)
Calcula la primitiva de f que pasa por el punto (3, 5).
3x*+ 16

+ K, como F(3) =5 tenemos

De F(x):j( )dx—3x+12 In|x - 2] -



16 16

5=3(3) + 12:n[1] - > +K - K=12 y F(x) = 3x+12:Injx- 2| - +12.

Ejercicio 7 Junio (mod6) 2020 (Algebra)

111 a X
(2’5 puntos) Considera A=|1 0 1|, B=|2a|y X=]y].
4 1 4 3a z

a) Discute el sistema dado por AX = B, segun los valores del parametro a. (1'25 puntos)
b) Para a =0, resuelve el sistema dado por AX = B. Calcula si es posible, una solucién en la que
y+z=4. (125 puntos)

Solucién
111 a X
(2’5 puntos) Considera A=|1 0 1|, B=|2a|y X=]y]|.
4 1 4 3a z
a) Discute el sistema dado por AX = B, segun los valores del parametro a.
111 111 a
Sean A=|1 0 1|y A*=|1 0 1 2a| lamatrizde los coeficientes y la matriz ampliada.
4 1 4 4 1 4 3a
En A como tiene dos columnas iguales |A| =0, luego rango(A) < 3. Ademas de 1 ;‘ =0-1=-1#£0,ran-
go(A) = 2.
11 a 1 1 a|Adjuntos
EnA*como [1 0 2a =|1 0 2ajsegunda =-1(2a—6a)+0-1=4a.

4 1 3aR-F |3 0 2ajcolumna
Luego si a #0, rango(A*) =3

Sia #0, rango(A) =2 #rango(A*) =3, por el Teorema de Rouche, el sistema es incompatible y no tiene
solucién.

Sia =0, tenemos rango(A) = rango(A*) = 2 < numero de incognitas, por el Teorema de Rouche, el sistema
es compatible e indeterminado y tiene infinitas sol uciones , (mas de una).

b)

Para a =0, resuelve el sistema dado por AX = B. Calcula si es posible, una solucion en la que y+z=4.

Como el rango es 2, solo necesitamos dos ecuaciones. Utilizo la primera y la segunda:
X+y+z=0

{ y+ 0 Tomando z=m OR, tenemos x=-m y (-m)+y+ (m)=0, de dondey =0.
X z=

La solucioén del sistema es (x,y, z) =(-m,0,m) con m OR.

Preguntan si es posible, una solucién en la que y + z = 4, es decir (0) + (m) = 4, de donde m =4 vy la solu-
cibnes (x,v, z)=(-4,0, 4).

Ejercicio 8 Junio (mod6) 2020 (Geometria)
x+y=0

y-3z+2=0

(a) Calcula la ecuacién del plano que pasa por A 'y es perpendicular a r. (1'25 puntos)
(b) Calcula la ecuacién del plano que pasa por A y contiene a r. (1'25 puntos)

(2’5 puntos) Se considera el punto A(1, -2, 0) y larecta r E{

Solucion
. +y=0
(2'5 puntos) Se considera el punto A(1, -2, 0) y larecta r = x*y .
y-3z+2=0

(a)

Calcula la ecuacién del plano que pasa por A y es perpendicular a r.



Ponemos larecta r envectorialconz=m0OR,y=-2+3m y x=-(-2+3m) =2 —3m, es decir:
R=(x,y,2)=(2-3m, -2+ 3m, m)conm OR. Un punto de la recta r es el B(2, -2, 0) y un vector director de r
esu=(-3,3,1).

Como el plano 1 es perpendicular a la recta r el vector normal del plano n coincide con el vector director
delarectau, luego n=u=(-3, 3, 1).

Un plano paralelo al pedido es -3x + 3y + z + K =0, como pasa por A(l, -2, 0) - -3(1) + 3(-2) + (0) +K= 0,
de donde K =9 y el plano pedidoes m=-3x+3y+z+9=0

(b)

Calcula la ecuacién del plano que pasa por A y contiene a .

En este caso para el plano 1T necesitamos un punto, el Ay dos vectores elu y el AB = (1, 0, 0).

x-1 y+2 z|Adjuntos
T =det(AX,u,AB)=0=|-3 3 1] primera = (x-1)(0-0) - (y+2)(0-1) + z(0-3) =0=y -3z + 2 =0.
1 0 0 fia



